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Àííîòàöèÿ
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñòÿæåíèå îáðàçöà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñêëååííûå ïîä óãëîì
0 è 90 ãðàäóñîâ ñëîè âîëîêíèñòîãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà. Èññëåäóåòñÿ ÿâëåíèå
ñæàòèÿ ñëîåâ, âûçâàííîãî ýôôåêòîì Ïóàññîíà, è çàäà÷à ðàçðóøåíèÿ ýëåìåíòîâ ñëîåâ â
ðåçóëüòàòå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè âîëîêîí.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: Âîëîêíèñòûå êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû, óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè,
ôîðìóëà ñìåñè, ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàñòÿæåíèè îáðàçöà âäîëü îñè z , îáðàçîâàííîãî èç
ñêëååííûõ ïîä óãëîì 0 è 90 ãðàäóñîâ (ñì. ðèñ. 1, 2) ñëîåâ âîëîêíèñòîãî êîìïî-
çèöèîííîãî ìàòåðèàëà (ÂÊÌ).
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Ðèñ. 1. Îáðàçåö, îáðàçîâàííûé íàëîæåíèåì äâóõ îðòîòðîïíûõ àðìèðîâàííûõ
ìàòåðèàëîâ ïîä óãëàìè 0 è 90 ; ñå÷åíèå îáðàçöà äî è ïîñëå äåôîðìàöèè
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Ðèñ. 2. Òðåõñëîéíûé îáðàçåö, îáðàçîâàííûé íàëîæåíèåì îðòîòðîïíûõ àðìèðîâàííûõ
ìàòåðèàëîâ ïîä óãëàìè 0 è 90 ; ñå÷åíèå îáðàçöà äî è ïîñëå äåôîðìàöèè
ÂÊÌ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èëè ìàòðèöó (íàïðèìåð, ýïîêñèäíóþ ñìîëó), ïåðå-
êðåñòíî àðìèðîâàííóþ ïðÿìîëèíåéíûìè âîëîêíàìè, èëè òêàíûé êîìïîçèò, ñî-
ñòîÿùèé èç ïåðïåíäèêóëÿðíî ïåðåïëåòåííûõ âîëîêîí (íèòåé), çàëèòûõ ìàòðèöåé.
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Îáúåìû íèòåé, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü è ïîïåðåê ÂÊÌ, âàðüèðóþòñÿ. Äëÿ îðòî-
òðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðè îïðåäåëåíèè óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ïðèìåíèì ôîðìóëû
ñìåñåé. Äëÿ âñåãî êîìïîçèòà óäåëüíûé îáúåì ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç # ,
óäåëüíûé îáúåì àðìàòóðû âäîëü îáðàçöà (ïðîäîëüíûõ íèòåé) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-
ðåç #0

f , ïîïåðåê îáðàçöà (ïîïåðå÷íûõ íèòåé) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç #
90
f . Çäåñü
è äàëåå ïàðàìåòðû, îòíîñÿùèåñÿ ê ìàòðèöå áóäóò ñíàáæàòüñÿ èíäåêñîì m , à ïà-
ðàìåòðû, îòíîñÿùèåñÿ ê âîëîêíàì, áóäóò ñíàáæàòüñÿ èíäåêñîì f . Êîýôôèöèåíòû
Ïóàññîíà äëÿ àðìàòóðû îáîçíà÷èì ÷åðåç f , äëÿ ìàòðèöû ÷åðåç  , ìîäóëè Þíãà
÷åðåç Ef , E ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, áóäóò
ðàçíûìè, ïîýòîìó ìîãóò ñíàáæàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè 0 è 90 . Íî
äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì è ìàòðèöó, è âîëîêíà èçîòðîïíûìè.
Óñëîâíî ïðîèçâîäñòâî ìàòåðèàëà ðàçáèâàåì íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì, ñìåøè-
âàÿ âñþ ìàòðèöó ñ âîëîêíàìè, óëîæåííûìè ïîä óãëîì 0 ê îñè z , ïîëó÷àåì îä-
íîíàïðàâëåííûé êîìïîçèò, êîòîðûé äëÿ ïðîñòîòû áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíûì è
ñíàáæàòü åãî ïàðàìåòðû èíäåêñîì I .
Ñíà÷àëà ãîìîãåíèçèðóåì ñìåñü ìàòðèöû è ïðîäîëüíûõ âîëîêîí. Îáúåì íà÷àëü-
íîãî ñëîÿ ñîñòàâèò #0

f + #m âñåãî îáúåìà êîìïîçèòà. Òîãäà óäåëüíûå îáúåìû àð-
ìàòóðû è ìàòðèöû â íà÷àëüíîì ñëîå áóäóò:
#If =
#0

f
#0

f + #m
; #Im = 1  #If :
Ïî ôîðìóëàì ñìåñåé ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè íà÷àëüíîãî
ãîìîãåíèçèðîâàííîãî ñëîÿ:
EIz = Ef#
I
f + Em#
I
m ; 
EIx
 1
=
 
EIf
 1
#If + (Em)
 1
#Im :
Ñ÷èòàÿ ðàñïðåäåëåíèå âîëîêîí ïî ñå÷åíèþ (â ïëîñêîñòè xy ) îäíîðîäíûì, ïî-
ëó÷èì òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé ìàòåðèàë, ñëåäîâàòåëüíî,
EIx = E
I
y :
Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà. Âî-
ïåðâûõ, èìååì èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè óäëèíåíèè
âäîëü îñè z :
Ixz = f#
I
f + m#
I
m :
Ñíîâà ñ÷èòàÿ ìàòåðèàë òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì, ïîëó÷èì, ÷òî
Iyz = 
I
xz :
Â ïëîñêîñòè xy â ñèëó ìàëîé äåôîðìàòèâíîñòè âîëîêîí è òðàíñâåðñàëüíîé
èçîòðîïèè ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî
Iyx ' Ixy ' m#Im :
Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà íàõîäèì èç ñîîòíîøåíèé ñèììåòðèè óïðó-
ãèõ õàðàêòåðèñòèê:
EIz
Ixz
=
EIx
Izx
;
EIz
Iyz
=
EIy
Izy
:
Äàëåå ðàññìîòðèì âòîðîé ýòàï. Îí ñîñòîèò èç âíåäðåíèÿ ïîïåðå÷íûõ íèòåé
(êîòîðûå ñîñòàâëÿþò #90

f âñåãî îáúåìà êîìïîçèòà) â ñëîé, ïîëó÷åííûé íà ïåðâîì
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ýòàïå. Òîãäà äëÿ ýòèõ íèòåé ìàòðèöåé ñëóæèò ãîìîãåíèçèðîâàííûé íà ïåðâîì ýòàïå
ñëîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì
#IIf = #
90
f ; #
II
m = 1  #IIf ;
EIIx = Ef#
II
f + E
I
x#
II
m ; 
EIIz
 1
= (Ef )
 1
#IIf +
 
EIz
 1
#IIm ; 
EIIy
 1
= (Ef )
 1
#IIf +
 
EIy
 1
#IIm :
Àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó âûøå ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
Ïóàññîíà:
IIzx = f#
II
f + 
I
zx#
II
m ;
IIyx = f#
II
f + 
I
yx#
II
m :
Â ïëîñêîñòè ñíîâà â ñèëó ìàëîé äåôîðìàòèâíîñòè âîëîêîí ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî
IIzy = 
I
zy#
II
m :
Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà âíîâü íàõîäèì èç ñîîòíîøåíèé ñèììåòðèè
óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê:
EIIz
IIxz
=
EIIx
IIzx
;
EIIz
IIyz
=
EIIy
IIzy
;
EIIx
IIyx
=
EIIy
IIxy
:
Ñòåêëîïëàñòèê îòíîñèòñÿ ê îðòîòðîïíûì ìàòåðèàëàì, äëÿ êîòîðûõ îáîáùåí-
íûé çàêîí Ãóêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
"x =
1
Ex
x   xy
Ey
y   xz
Ez
z xy =
xy
Gxy
"y =  yx
Ex
x +
1
Ey
y   yz
Ez
z yz =
yz
Gyz
"z =  zx
Ex
x   zy
Ey
y +
1
Ez
z zx =
zx
Gzx
(1)
Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ Ex , Ey , Ez  ìîäóëè óïðóãîñòè â íàïðàâëåíèè îñåé Ox , Oy ,
Oz ; Gxy , Gyz , Gzx  ìîäóëè ñäâèãà â ïëîñêîñòÿõOxy , Oyz , Ozx ; xy , yx , yz ,
zy , zx , xz  êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà. Ïåðâûé èíäåêñ ó êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññî-
íà îáîçíà÷àåò íàïðàâëåíèå ïîïåðå÷íîãî ñóæåíèÿ, âòîðîé  íàïðàâëåíèå äåéñòâèÿ
íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, âûçûâàþùåå ïîïåðå÷íîå ñóæåíèå.
Ïîñòîÿííûå, õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, îáëàäàþò ñâîéñòâîì âçàèì-
íîñòè, ïîýòîìó ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé óïðóãèå
õàðàêòåðèñòèêè:
xy
Ey
=
yx
Ex
;
xz
Ez
=
zx
Ex
;
yz
Ez
=
zy
Ey
;
òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (1) ïðèìóò âèä:
"x =
1
Ex
x   xy
Ey
y   xz
Ex
z xy =
xy
Gxy
"y =  yx
Ey
x +
1
Ey
y   yz
Ey
z yz =
yz
Gyz
"z =  zx
Ex
x   zy
Ey
y +
1
Ez
z zx =
zx
Gzx
(2)
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Åñëè ðàññìîòðåòü ïðîöåññ ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöà ïî îñè z , òîãäà "z = const = C , à
èç òðåòüåãî âûðàæåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (2)
"z =  zx
Ex
x   zy
Ey
y +
1
Ez
z = C: (3)
Èç ñîîòíîøåíèÿ (3) âûðàæàåì z :
z = CEz +
zx
Ex
Ezx +
zy
Ey
Ezy: (4)
Ïîëó÷åííîå âåëè÷èíó ïîäñòàâëÿåì â ïåðâîå è âòîðîå âûðàæåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ
(2), îòêóäà ïîëó÷èì8>>><>>>:
"x =
1
Ex
x   xy
Ey
y   zx
Ex

CEz +
zx
Ex
Ezx +
zy
Ey
Ezy

"y =  xy
Ey
x +
1
Ey
y   zy
Ey

CEz +
zx
Ex
Ezx +
zy
Ey
Ezy
 (5)
Ðåøàÿ äàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ x è y , êîòîðûå
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 8><>:
x = D11""x +D12"y + xconst
y = D21"x +D22"y + yconst
xy = D33xy
(6)
ãäå 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
D11 =
 E2x(Ey   Ez2zy)
 ExEy + E2x2xy + EyEz2zx + 2ExEzxyzxzy + ExEz2zy;
D12 =
 E2xEyxy + ExEyEzzxzy
 ExEy + E2x2xy + EyEz2zx + 2ExEzxyzxzy + ExEz2zy;
D21 =
 Ey(E2xxy + ExEzzxzy)
 ExEy + E2x2xy + EyEz2zx + 2ExEzxyzxzy + ExEz2zy;
D22 =
 Ey(ExEy   EyEz2zx)
 ExEy + E2x2xy + EyEz2zx + 2ExEzxyzxzy + ExEz2zy;
D33 = Gxy;
xconst =
CExEyEzzx + CE
2
xEzxyzy
 ExEy + E2x2xy + EyEz2zx + 2ExEzxyzxzy + ExEz2zy:
yconst =
 Ey (CExEzxyzx + CExEzzy)
 ExEy + E2x2xy + EyEz2zx + 2ExEzxyzxzy + ExEz2zy;
(7)
Äëÿ àíàëèçà íàïðÿæåííî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï
âèðòóàëüíîé ðàáîòû â ïðèðàùåíèÿõ:ZZZ
V
f4gT  f4"g dV =
ZZ
S
f4PgT  f4ug dS; (8)
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ãäå P  âåêòîð ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí íóëþ.
Òîãäà ïîëó÷èì ZZZ
V
f4gT  f4"g dV = 0: (9)
Åñëè ó÷åñòü, ÷òî
f4g = [D] f4"g+ f4constg = [D] [B] f4Ug+ f4constg ;
 f"gT = u fugT [B]T ;
òî èç ñîîòíîøåíèÿ (9) ïîëó÷èì:ZZZ
V
[B]
T
[D] [B] fug dV =
ZZZ
V
[B]
T fconstg dV:
Äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì îñóùåñòâëÿåòñÿ ìå-
òîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ïðèíÿòû øåñòèóçëîâûå òðåóãîëü-
íûå ýëåìåíòû ñ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèåé ïåðåìåùåíèé.
Ïîñëå ðåøåíèÿ ìàêðîçàäà÷è è îïðåäåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé â ñëîÿõ, íà âòî-
ðîì ýòàïå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàçðóøåíèÿ ýëåìåíòîâ 4V ñëîåâ â ðåçóëüòàòå ïîòå-
ðè óñòîé÷èâîñòè âîëîêîí. Ïðè ðàñòÿæåíèè âäîëü îñè z , îáðàçåö óäëèíÿåòñÿ, à â
ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ïûòàåòñÿ óêîðîòèòüñÿ. Â íèæíåé ÷àñòè âîëîêíà áóäóò
ñîïðîòèâëÿòüñÿ óêîðî÷åíèþ è ìîæåò ïðîèçîéòè ïîòåðÿ èõ óñòîé÷èâîñòè.
Ðàññìîòðèì ìàëûé îáúåì 4V èç íèæíåãî ñëîÿ îáðàçöà (ñì. ðèñ. 3). Îí áó-
äåò ðàáîòàòü íà ñæàòèå (ñæèìàþùèå ñèëû îïðåäåëÿþòñÿ íà ïåðâîì ýòàïå). Ðåøèâ
çàäà÷ó äëÿ ìàëîãî ýëåìåíòà 4V àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó âûøå, íàõîäèì ìàêñè-
ìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñæàòèÿ âîëîêíà è ñðàâíèâàåì èõ ñ êðèòè÷åñêèì íàïðÿæåíè-
åì:
voloknamax  critical
critical =
p
2Ematr kmatr Jvolokna =Avolokna;
ãäå Ematr  ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòðèöû, kmatr  êîýôôèöèåíò ïîñòåëè ìàòðèöû,
Avolokna = r
2  ïëîùàäü ñå÷åíèÿ âîëîêíà, Jvolokna = r
4=4  ìîìåíò èíåðöèè
âîëîêíà.
Óñëîâèå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè âîëîêíà ñ÷èòàåòñÿ óñëîâèåì ðàçðóøåíèÿ.
by1
by
by3
x
y
ax
z
conste =
? V
Ðèñ. 3. Òðåõñëîéíûé îáðàçåö Ðèñ. 4. Ýëåìåíòàðíàÿ ïëîùàäêà
dV íèæíåãî ñëîÿ ÂÊÌ
Êîýôôèöèåíò ïîñòåëè ìàòðèöû kmatr íàõîäèòüñÿ èç ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ ýòîãî
îáðàçåö äîâîäèòüñÿ äî ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè âîëîêîí. Óñèëèå ñæàòèÿ îáðàçöà (ñì.
ðèñ. 4) ïðèíèìàåòñÿ çà êðèòè÷åñêîå, òîãäà èç èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ
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Summary
R.A. Kayumov, A.M. Shakirova. DESTRUCTION OF MULTILAYERED PLATES AS A
RESULT OF LOSS OF STABILITY OF FIBRES. Stretching of the sample representing stuck
together at an angle 0 and 90 degrees layers of a brous composite material is considered.
Forces of compression of layers are dened and the problem of destruction of the elements
of layers as a result of loss of stability of bers is solved. Key words: Fibrous composite
materials, elastic characteristics, mix formula, stability loss, method of nal elements.
Ñâåäåíèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ ñòàòüè
Ð.À. Êàþìîâ  äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, Êàçàíñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò (ÊàçÃÀÑÓ), ã. Êàçàíü, óë. Çåëåíàÿ,
ä.1.
E-mail: kayumov@rambler.ru
À.Ì. Øàêèðîâà  êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Êàçàíñêèé íàöèîíàëü-
íûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. À.Í.Òóïîëåâà (ÊÍÈÒÓ-ÊÀÈ), ã.
Êàçàíü, óë. Ê.Ìàðêñà, ä.10.
E-mail: shakirovaalsou@gmail.com
